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Théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible

Théoréme 1 (Abel angulaire). Soit > a,2™ une série entiére de rayon de convergence 1 telle que Y an
converge. On note f sa somme et :

Ag={zeC | 1—2z=pe, p>0, lp| <60} pour 0<9<g
Alors :
Ji £)=D_an
z€Ag n>=0
Démonstration.
Soit N € N. On note R, = > ay, et on effectue une transformation d’Abel :
k=n-+1
N N
> ans" Zan:Z an(2" = 1)
n=0 n=0
N
=) (Rn1— Ry)(z" — 1)
n=1
N N
= Z R,_1(z" —1) Z R,(z"—1)
n=1 n=1
N-1 N
=3 Ru(z"' =1)=> Ru(z" 1)
n=0 n=1
N-1
= R, (2" —2") — Ry (2N —1)
n=0

En faisant tendre N vers +oo, et en notant £ = ano an, on obtient :
flz)—C=(2=1)_ Ryn2"
n=0

Soit maintenant € > 0, et soit N € N tel que |R,| < ¢ pour tout n > N. Pour |z| <1, on a:

N 00 N
|z — 1]
1 R, R, 1 R,2" 1 <|z—1 R,
) - <z |Z 23 R <1l R el o1 S <l 1Y (Rl el
n=N-+1 n=0 n=N-+1 n=0

Pour z = 1 — pe'? € Ay, avec p >0 et || < 6. Ona |z|> =1—2pcosf + p?, et si p < cosb, on a :

|z — 1] |z — 1] 2 2

p
= 1 = "7 < <
1—1]z] 1- |z|2( +12D) 2pcost — p2( +12D) 2cosf —p ~ cosé

R N
A présent, si @ > 0 est tel que a > |R,| < &, on voit que si z € Ag et |z — 1| < inf{«, cos 0}, alors :
n=0

2
—l <
F(z) =l e +e—

D’ou le résultat. O
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Théoréme 2 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entiére > anz™ de rayon de convergence 1. On

suppose que lim f(z) = ¢ existe, et a,, = 0 (%) Alors Y ay, converge et £ = ay,.
r—1— n=0

Démonstration.

n

Pour tout n € N, on pose S, = > ar. On a:

k=0
Vne N Va €]0,1], S, — f(z) = Zak(l —zF) - Z apx®
k=1 k=n-+1
k=1
et comme 1 —2F = (1 —2) Y 2° <k(l —z)pour0<ax<1,ona:
i=0

- = Hlag P kla
n — < (1- k —" < (1 - M4 —="
52 =@ <A =2) ) kol + 3, TFat <Aoo+ Tl

ou M deésigne un majorant de (k|ax|);. Fixons & présent 0 < ¢ < 1, alors :

Vn c N*, Supk>n k|ak7|

€
Su—f(1-2)| < pe+
n
Comme (kag)x converge vers 0, on peut choisir Ny tel que supy y, kar < €2, alors :

vn = N07

Su=f(1-2)| <+ 1)

Par hypothése, f(z) tends vers £ quand z tend vers 17, donc il existe N7 > Ny tel que |f (1 — %) — E} < & pour
tout n > Ny, ainsi :

Vn >Ny, |S, — 4 <

€ €
— - B R
Sa=f (1=2)|+]r (1-2) — 4| < (1 +2)e
Donc (Sy,) converge vers £, d’ou le résultat. O

Conclusion. Les théorémes d’Abel angulaire et taubérien faible nous donnent le comportement d’une série
entiére sous certaines conditions. <
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