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Théorèmes d'Abel angulaire et taubérien faible

Théorème 1 (Abel angulaire). Soit
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence 1 telle que
∑
an

converge. On note f sa somme et :

∆θ =
{
z ∈ C

∣∣ 1− z = ρeiϕ, ρ > 0, |ϕ| < θ
}

pour 0 6 θ <
π

2

Alors :

lim
z→1
z∈∆θ

f(z) =
∑
n>0

an

Démonstration.

Soit N ∈ N. On note Rn =
∞∑

k=n+1

ak, et on e�ectue une transformation d'Abel :

N∑
n=0

anz
n −

N∑
n=0

an =

N∑
n=0

an(zn − 1)

=

N∑
n=1

(Rn−1 −Rn)(zn − 1)

=

N∑
n=1

Rn−1(zn − 1)−
N∑
n=1

Rn(zn − 1)

=

N−1∑
n=0

Rn(zn+1 − 1)−
N∑
n=1

Rn(zn − 1)

=

N−1∑
n=0

Rn(zn+1 − zn)−RN (zN − 1)

En faisant tendre N vers +∞, et en notant ` =
∑
n>0 an, on obtient :

f(z)− ` = (z − 1)
∑
n>0

Rnz
n

Soit maintenant ε > 0, et soit N ∈ N tel que |Rn| < ε pour tout n > N . Pour |z| < 1, on a :

|f(z)− `| 6 |z − 1|

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

Rnz
n +

∞∑
n=N+1

Rnz
n

∣∣∣∣∣ 6 |z − 1|

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

Rnz
n

∣∣∣∣∣+ ε|z − 1|
∞∑

n=N+1

6 |z − 1|
N∑
n=0

|Rn|+ ε
|z − 1|
1− |z|

Pour z = 1− ρeiϕ ∈ ∆θ, avec ρ > 0 et |ϕ| < θ. On a |z|2 = 1− 2ρ cos θ + ρ2, et si ρ 6 cos θ, on a :

|z − 1|
1− |z|

=
|z − 1|
1− |z|2

(1 + |z|) =
ρ

2ρ cos θ − ρ2
(1 + |z|) 6 2

2 cos θ − ρ
6

2

cos θ

À présent, si α > 0 est tel que α
N∑
n=0
|Rn| < ε, on voit que si z ∈ ∆θ et |z − 1| 6 inf{α, cos θ}, alors :

|f(z)− `| 6 ε+ ε
2

cos θ

D'où le résultat.
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Théorème 2 (Taubérien faible). Soit f la somme d'une série entière
∑
anz

n de rayon de convergence 1. On

suppose que lim
x→1−

f(z) = ` existe, et an = o
(

1
n

)
. Alors

∑
an converge et ` =

∑
n>0

an.

Démonstration.

Pour tout n ∈ N, on pose Sn =
n∑
k=0

ak. On a :

∀n ∈ N?, ∀x ∈]0, 1[, Sn − f(x) =

n∑
k=1

ak(1− xk)−
∞∑

k=n+1

akx
k

et comme 1− xk = (1− x)
k−1∑
i=0

xi 6 k(1− x) pour 0 < x < 1, on a :

|Sn − f(z)| 6 (1− x)

n∑
k=1

k|ak|+
∞∑

k=n+1

k|ak|
n

xk 6 (1− x)nM +
supk>n k|ak|
n(1− x)

où M désigne un majorant de (k|ak|)k. Fixons à présent 0 < ε < 1, alors :

∀n ∈ N?,
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ 6Mε+
supk>n k|ak|

ε

Comme (kak)k converge vers 0, on peut choisir N0 tel que supk>N0
kak < ε2, alors :

∀n > N0,
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ 6 (M + 1)ε

Par hypothèse, f(x) tends vers ` quand x tend vers 1−, donc il existe N1 > N0 tel que
∣∣f (1− ε

n

)
− `
∣∣ < ε pour

tout n > N1, ainsi :

∀n > N1, |Sn − `| 6
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣+
∣∣∣f (1− ε

n

)
− `
∣∣∣ 6 (M + 2)ε

Donc (Sn) converge vers `, d'où le résultat.

Conclusion. Les théorèmes d'Abel angulaire et taubérien faible nous donnent le comportement d'une série
entière sous certaines conditions. C
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